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Abstract: Identifikace parametrii systému ze zmélenych dat se obvykle Fe$i minimalizact kvadratické normy sous-
tavy rovnic systému. Tento postup je zndmy jako metoda nejmensich tvercii (LS), pFipadné totdinich nejmensich
Gtvercii (TLS) a nebo jako kombinace obou metod (mixed LS and TLS). Je zndmo, Ze pouiti p normy {1 < p < 2)
potlacuje chybnd data (outliers). Tomuto jevu je vénovdn tento piispévek.

PouZiti minimalizace p normy kritéria pii prediktivnim Fizeni vede na zajimavé vysledky.
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1 UVOD

Experimentdlni identifikace dynamickych vlastnosti realnych soustav se obvykle fesi volbou struktury jejiho mo-
delu a odhadovanim nezndmych parametrd modelu pomoci vstupnich a vystupnich dat méfenych na redlné sous-
tave [1].

Jednim ze dvou zdméra tohoto pfispévku je porovnat vysledky estimace parametrt ARX modelu ziskané mini-
malizaci p normy, kde (1 < p < 2). Pfitom méfené hodnoty vystupu systému jsou poruSeny né&kolika Spatnymi
méfenimi (outliery).

Druh4 ¢ast piispévku je vénovana problémam optimdlniho fizen{ systému a to specidlné prediktivnimu fizeni (MPC
- Model Predictive Control) [2, 3]. Kvadraticky optimaln{ prediktivni fizenf ARX modelu nebo stavového modelu
se prirozené ziskd minimalizaci kvadratického kritéria. Optimdln{ prediktivni strategii fizen{ miZeme také ziskat
minimalizaci p normy regulaéni odchylky a vstupniho signdlu. To vede na zajimavé strategie fizenf a pro normu
p — 1 dostaneme Fzeni s kone¢nym poctem kroka fizeni (dead beat control). Minimalizaci [; normy je moZno fesit
linearnim programovanim, viz napfiklad [4, 5, 6]). Pouziti metody linedrniho programovani pro feSeni problému
optimalniho fizenf je uvedeno v [7, 8]. V tomto pfispévku ukdzeme vysledky simulaci optimalniho prediktivniho
ziskaného minimalizaci p normy kritéria.

2 Xz

Piispévek je organizovan nésledujicim zplsobem: Ve druhé &4sti piispévku je formulovan problém identifikace
ARX modelu 0zZitim p-normy. Tteti Cast je vénovana popisu algoritmu minimalizace p-normy, kde 1 < p < 2.
Tento algoritmus je zndm jako iterativni vaZené nejmensi Ctverce (Iteratively Reweighed Least Squares (IRLS)).
Ctvrta &ast je vénovana prediktivni strategii fizeni pro stavovy model systému. V ¢4sti 5 a 6 jsou prezentovdny
vysledky identifikace a Fizeni uzitim p-normy.

2 IDENTIFIKACE ARX MODELU UZITIM p-NORMY

Obvykla struktura ARX modelu diskrétniho systému s jednou vstupni a jednou vystupni veli¢inou je nasledujict
y(t) =ary(t — D)+ ...+ ap_1ylt —n — 1) +bou(t) +... + bp_qult —n — 1) +e(t) (H

kde y(t) je vystup systému v Case t a u(t) je vstup systému, e(t) je chyba rovnice a a;, b; jsou parametry systému.

Problém estimace parametrd systému z dané mnoziny dat D! = {y(¢),y(t — 1),...,u(t),u(t — 1),...} vede na
minimalizaci vektoru chyb & = [e(t), e(t — 1),...]".
Hledame tedy vektor parametrii z = |aq, as, . . ., b, b1, . . .]T ktery zajist{ nejlepsi aproximaci vystupniho vektoru
y=[y@),y(t —1),...,y9(t —m —1)]T pomoci vektoru Az, kde

ylt—1) y(t—2) ... u(f) .
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Vektor vystupii iy a matice A jsou tvofeny méfenymi daty D¢,

v

Nejobvyklejsi feSeni tohoto problému je minimalizace kvadratické normy vektoru chyb
min || Az — b/, . 3
x

ReSeni je znamé jako nejmensi &tverce (Least Squares (L.S)) [9]. Je ale zfejmé, 7e vystupni §um je také v prvcich

NI

matice dat A. ReSeni takového problému vede na Gplné nejmensi Ctverce (Total Least Squares (TLS)) [10]. Je-li
méfeni vstupniho signdlu bez chyby, pak takovy problém muzeme tesit kombinaci obou metod (Mixed LS and
TLS) [10].

Nekdy lze uzit obecnou p normu misto normy kvadratické [9, 11]. p norma je definovana
1
Ioll, = (sl + -+ 15", 1<p<o0. @
Pak nas problém je nasledujici
z* = argmin || Az — b} . ®)
x

Pro 1 < p < 2 minimalizaci p normy lze fe$it pomoci iterativniho feSen{ vazenych nejmensich Ctverch. Prop = 1
problém fesime linedrnim programovanim.

3 MINIMALIZACE p-NORMY

p normu ziskdme feSenim nasledujiciho optimalizaéniho problému
min ||Az — b, . 6)
p P

Je-1i p norma v intervalu 1 < p < 2 minimalizacn{ problém je konvexnf a feSen{ je jednoznacné. Pro feSeni lze
pouzit iterativni algoritmus znamy jako Iterativni vdZené nejmensi Ctverce (Iteratively Reweighted Least Squares
(IRLS)) [9].

3.1 Iterativni vazené nejmensi ctverce

M¢jme nasledujici aproximaéni problém
min {W (z) = |4z — 07} 1<p<2. @
x

Predpoklddejme, Ze vSechny soufadnice residua ¢(z) = b — Az jsou nenulové. Pak funkce ¥ (z) miZe byt defi-
novana jako

m m.

T(x) =) les (@) =D lei (@) i (@)’ ®

i=1 i=1
Predchozi problém jsou vaZzené nejmens{ Ctverce:
p—2

D(E)T (b 4v)| Do) =diag(le]) ©

min,,

ProtoZe diagondlni vdhova matice D(e) z4visi na nezndmém YeSenf x je tfeba fesit problém iteralnim algoritmem.
Vstup do k-té iterace je
p_2
2
) (10)

Uzitim algoritmu véZenych nejmensich Gtverch ziskdme 6z*) feSenim

e®) =p— Az, D® — diag <‘5(’“)

§2%) = arg min
ox

}D<k> (g<k> - A(Sm) H2 (11

Dalif iterace x(*+1) je rovna

D = &) 4 sk (12)
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Pro minimalizaci normy p = 1 Ize uZit linedrni programovani (LP). Dva néasledujici problémy jsou ekvivalentn{

min ||[Az — b1 < (13)

min{lTy Ar—b <y, Amszfy}
Y

. w2 x fls . 4
Zavedenim rozsifeného vektoru z = [ y } , Ziskdme standarndn{ tvar problému LP

min {cTz : Az < 5} R (14)

14 —ﬂ { |

sz

Jedind nevyhoda tohoto pfistupu spociva v tom, Ze obecné problém LP maze mit vice feseni.

4 PREDIKTIVNI STRATEGIE RiZENI

Stavové rovnice diskrétniho modelu

z(t+1) = Ax(t) + Bu(t) + v(t),
y(t) = Cuz(t)+ Du(t) +e(t). (15)
kde x(t), y(t) a u(t) jsou v pofadf stav, vystup a vstup systému a 4, B, C' and D jsou matice odpovidajicich

dimenzi. v(t) a e(¢) jsou dumy stavu méfen{ vystupu s nulovou stfedni hodnotou a kovarianci R, a R, které jsou
nezavislé na stavu a vstupnim signalu procesu.

Pro optimdlni prediktivn{ strategii je kritériem kvality fizeni kvadratickd forma

J= E{Z(y(t —w(t))? (u(t))%(l)} (16)

kde K je Casovy horizont prediktivni strategie fizeni, w(t) je reference a r je vahovy koeficient. Zavedeme
roziifené vektory Y = [y(1),...,y(K)|". W = [w(1),...,w(E)|", U = [u(1),...,w(E)]".V = [v(1),...,v(K)]",
E=[e(1),...,e(K)]" aroziifené matice P — [CT, ATCT, ..., (AT)KAC’T]T

D 0 e 0
CB D e 0
S =
CAK=2B (CAK=3 ... D
a
0 0 0
C 0 0
Q= : : :
CAK=2 (CAK-3 0
Pak lze kritérium vyjadfit ve tvaru
J:é’{(Y—W)T(Y—W)—f—rUTU/x(l)}, a7

kde rozsifeny vektor Y = Pz (1) + SU 4+ QV + E. Minimalizaci kritéria [ze provést doplnénim na dplny &tverec.
Vysledkem je optimdln{ f{zen{

U* = (S5 +r1) " ST (Pa(1) — W) (18)
Stavovy a vystupni Sum pouze zvetSuji optimalni hodnotu kritéria.
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Casto uvazujeme pouze diference vstupniho signdlu. Kritérium ma potom tvar

J=& {Z(y(t) —w(t)? + r(Au(t))?| :c(l)} (19

kde Au(t) = u(t) — u(t — 1). Optimélni prediktivni strategie fizeni je v tomto ptipadé
U* = — (ST ++1) ™ ST [(Px(1) — W) — rRTU(0)] 20)
kde U(0) = [u(0),0,...0]T amatice R je rovna

1 0 0 0
11 0 0
R— N
0 0 10
0 0 ... -1 1

Vysledné optimalni fizeni m4 pak integracni charakter.

PRy

Také pro prediktivni f{zenf Ize pouzit rGzné normy kritéria kvality fizen{

k
J= > [y(i) — w@)? + r|Au) Q1)
k—v—1

7 v

Podle vahového koeficientu r kvadraticka norma potlacuje velké regulani odchylky a velké fidici signdly. Jestlize
norma p < 2 pak malé ¢leny v kritériu maji v&t3f vliv a jestlize p — 1 zdkon Fzenf se bliZ{ kone¢nému podtu kroka
(dead beat control).

5 PRIKLAD - POTLACENI CHYB MERENI MINIMALIZACI p NORMY

Simuladni experiment ukazuje vliv chybnych méfenf na vysledek identifikace parametrd systému pfi uZitf riznych
norem.

System output
40 T T T T
X
[ 207 B
T
2
E o
<
_20 1 1 1 1
0 200 400 600 800 1000
System input
30 . ‘ ‘
201 -

Amplitude [-]
1
3 o B

0 200 400 600 800 1000
time [s]

Obrdzek 1: Vstupni a vystupni data.

Uvazujme tedy diskrétni systém popsany pfenosovou funkci (ARX model)

0.002870z2 4 0.009882z + 0.002126 1

Yi(z) = U E(z) .
(2) 7 24447 1 2008, o5t U Pt 5 oama? 12008, osasst
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Uzitim tohoto modelu byla generovdna data pro na§ experiment. V obr.1 jsou vstupni a vystupni trajektorie
systému. Je vygenerovano 1000 vzorkt vstupnich a vystupnich dat a pouze 10 vzorkd vystupu obsahuje Gplné

$patna méfeni (outliery).

Dva obr. 2 a 3 ukazuji odezvy na skok identifikovaného modelu, pficemz identifikace byla realizovana uzitim

ruznych norem.

Amplitude

Amplitude

Step Response Step Response
1.4 1.4
1.2}
Y s '_'_'_'_'___.".F.\e..\_____'__‘_._._..—__
2
3 0.8f -
s
0.6/ E 0.6} — true model
—— identification
0.4} — identification 0.4
0.2} 0.2}
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
Time {sec) Time (sec)
Obrazek 2: Vysledky identifikace - odezvy na skok (levy pro p = 2, pravy p = 1.7).
Step Response Step Response
1.4 1.4
1.2} 1.2
b T S s 1 bR
2
0.8 1 3 0.8f -
s
0.6/ 5 0.6/
= lrue model —— identification
0.4 — identification | 0.4
0.2} 0.2}
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60

Time {sec) Time (sec)

Obrézek 3: Vysledky identifikace - odezvy na skok (levy pro p = 1.3, pravy p = 1.1.

The dependency of norm of estimation error on the kind of p norm
T T T T T T T T

Fed
N

©
@ o
i

P
w

MNorm of estimation error [-]
[} )
~ -]

[~
@

1.1 1.2 1.3 14 1.5 16 1.7 18 18 2
The kind of p norm (p)

24 L L I

Obrazek 4: Zavislost normy chyby estimace na p normé kritéria minimalizace.
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Euclidova norma chyby parametri estimace ukazuje pfesnost estimace. Norma je rovna
J=a" —afl, (23)

kde x* je vektor odhadu parametra a x je vektor skuteénych parametri. Obr.4 ukazuje zavislost normy chyby
estimace na pouZzité p normé minimalizace.

6 PRIKLAD - PREDIKTIVNI RIZENI PRI MINIMALIZACI p NORMY KRITERIA
Pro experiment byl pouZit systém druhého fadu popsany pfenosem

1

G(s)= 57— (24)
() $2+0.7s+0.93
Systém byl diskretizovan s periodou vzorkovani T, = 0.1s.
MPC control by minimizing of 1.0 norm MPC control by minimizing of 1.1 norm
80 T T T T 80’ T T T T
L g0t L 60
Ea Ea
5 40 — reference 1 54 — reference
E 20k f | = system output { E 2k J | — system output
2 2
2 0 1 20
[0} [
_20 1 1 1 L _20 L 1 1 1
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
time [s] time [s]
System input System input
80 T T T T 80’ T T T T
T 60f {1 T 60
2wl H
5 40 ] 5 40
5 27 5 20
n n
7 0 1 7 0
_20 1 1 1 L _20 L 1 1 1
2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
time [s] time [s]
Obrazek 5: Vysledky simulace pro 1 (Ievy) a 1.1 (pravy) normu (s vdhovym koeficientem r = 1).
y y p y pravy y
MPC control by minimizing of 1.5 norm MPC control by minimizing of 2.0 norm
80 T T T T ‘ 80 T T T T
L 60 L g0 _—
Ea ] | £ ——
3 40 — reference 1 54 | — reference
E 20/ j | = system output { E 20k /,1'4 | — system output
7} )
g’n 0 1 g.'\ 0 —
n } o
_20 1 1 1 L _20 L 1 1 1
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
time [s] time [s]
System input System input
80 T T T T 80| T T T T
X 60f T 60
ia i
2w 2
E 20 §
|2 2
a 0 a 0
-20 =20
6 0
time [s] time [s]

Obrazek 6: Vysledky simulace pro 1.5 (levy) a 2 (pravy) normu (s vdhovym koeficientem r = 1).
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V prvnim experimentu byly navrzeny tfi prediktivni regulatory (MPC):

o Prvni MPC ziskdme minimalizaci 1 normy. Tento problém je feSen linedrnim programovanim.

e Druhy MPC ziskdme minimalizaci p normy, kde p je v intervalu 1 < p < 2. V tomto pfipadé minimalizadni

problém je feSen iterativnim algoritmem - iterativni vazené nejmens{ Ctverce.

e Ve tfetim piipade standardni MPC regulator je ziskany minimalizaci kritéria ve tvaru kvadratické normy.

‘lento optimaliza¢ni problém mdzeme fesit jako nejmensi Ctverce (LS), pfipadné kvadratickym programovanim

Py

(QP) pii omezenf fidicich veliCin.

Jedind zména v pfedchozich obrdzcich je druh p-normy. VSechny ostatni parametry jsou nezménény (horizont
predikce N = 4s a vahovy koeficient r = 1). Nasledujici obrazky obr.5 a obr.6 ukazuji vysledky simulace. Pro
vSechny pouZité p-normy je zobrazeno sledovani reference a vstup systému. Pfi minimalizaci p = 1 normy kritéria
kvality dostaneme fizen{ s koneénym poétem krokd.

V druhém experimentu je ukdzan vliv vahového koeficientu r v kritériu (21) na pocet krokt fizeni (time length of
dead beat control) samoziejmé pti pouZiti p = 1-normy. V obr. 5 jsou vysledky simulace pro vahovy koeficient
r=1lavobr7pror = 0.1 ar = 10. Relativn¢ velka penalizace r nedovoli velké zmény v diferenci fidici veli¢iny
Aw a proto pocet krokl fizen je vetsi.

MPC control by minimizing of 1.0 norm MPC control by minimizing of 1.0 norm
80 T T T T 80 T T T T
T T
L 60 o
3 -5 60
2 st i1 & T —
3 — reference 3 | — reference
o o 40- -
£ 20 = system output | £ = system output
(] (7]
2 0 I'I 1 2.2# /r‘{ )
"] L]
_20 L 1 1 DL ! 1 1
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
time [s] time [s]
System input System input
300 T T T 0 T T T T
< 200 = aof -
= =
g 3
= 100 =20 -
E E
3 2
8 0 120 -
] (]
-100 ; . . ; 20 ; ; ; ;
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
time [s] time [s]

Obrazek 7: Vysledek simulace pro 1 normu pfi vahovém koeficientu r = 0.1 (levy) a » = 10 (pravy).

7 ZAVER
Zamérem piispévku je ukdzat vliv riznych p norem na identifikaci a fizenif ARX modelu. JestliZe méfeni vystupu
Jjsou ovlivnéna velkymi chybami, Euclidova norma ddva horsi vysledky nez p norma pro 1 < p < 2. Nejlepst

vysledky jsou dosazeny pii pouZiti p normy pro p bliZici se k 1.

s v

Prediktivni fizen{ realizované minimalizac{ p normy kritéria kvality dava zajimavé vysledky, které lezi mezi kla-
sickym LQ Fizenim a fizenim na kone¢ny pocet kroki.
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